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Le théorème d'Abel inverse arme qu'il sut qu'un germe de trae de forme méro-
morphe soit rationnel pour qu'il se prolonge en la trae d'une forme rationnelle sur une
sous-variété algébrique. Ce résultat a été prouvé dans le as trae nulle par P.A. Griths
en 1976 [7℄ puis dans le as trae rationnelle par G. Henkin et M. Passare en 1999 [12℄. On
montre ii qu'il sut que la trae soit rationnelle en les paramètres qui ne orrespondent
pas aux pentes pour retrouver la onlusion du théorème d'Abel-inverse. La démonstra-
tion s'appuie essentiellement sur le alul résiduel (ourant résiduel, résidus pontuels et
théorème de dualité) qui permettent d'un té de aratériser les formes traes d'une
manière partiulièrement algébrique et d'un autre té de reonstituer un ensemble ana-
lytique et une forme méromorphe à partir des traes d'un nombre ni de fontions. Cette
démonstration permet d'établir le lien ave le théorème de Wood. De plus, on retrouve
les bornes de Castelnuovo pour la dimension de l'espae des q-formes abéliennes sur une
hypersurfae de P
n+1
. Les résultats présentés ii s'inspirent prinipalement des travaux
d'Alain Yger [15℄. Des idées similaires ont été développées réemment et indépendament
par B. Fabre dans le as plus général des ourants loalement résiduels [6℄.
1 Introdution
La donnée d'un sous-ensemble analytique fermé V de odimension pure
r d'un domaine D ⊂ Pn+1(C) et d'une forme (q, 0) méromorphe Φ sur V
(0 ≤ q ≤ dimV = n+1− r) permettent de dénir sur D le ourant [V ]∧Φ à
support dans V ; pour toute forme test φ (de bidegré (n+1−r−q, n+1−r)),
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on pose formellement :
〈[V ] ∧ Φ, ϕ〉 =
∫
V
Φ ∧ ϕ .
Plus préisément si δ désigne le dénominateur universel pour les formes méro-
morphes sur V au voisinage d'un point z ∈ V , l'ation du ourant [V ] ∧ Φ
sur une forme de bidegré (n + 1 − r − q, n + 1 − r) de support dans un
voisinage susamment petit de z0 est dénie omme la valeur en λ = 0 du
prolongement méromorphe de la fontion
λ→
∫
V \Sing(V )
|δ|2λΦ ∧ ϕ
(on montre que e prolongement méromorphe n'a pas de ple en λ = 0).
On dit que Φ est régulière sur V (au sens de Barlet, [2, 12℄) si e ourant
est ∂¯-fermé dans D. Dans le as où Φ est une forme de degré maximal sur
V , e ourant est d-fermé en dehors du lieu polaire de Φ. Si l'on suppose D
r-onave ('est à dire réunion d'espaes linéaires de dimension r appelés r-
plans) ave r = n+1−p = codimV , on peut dénir l'ouvert D∗ ⊂ G(r, n+1),
r-dual de D, dont les éléments t paramètrent les r-plans Lt inlus dans D.
On peut alors dénir la variété d'inidene de D omme étant la sous-variété
analytique de D ×D∗ dénie omme
INCIDD := {(z, t) ∈ D ×D
∗ ; z ∈ Lt}.
On note p1 et p2 les projetions naturelles respetives de INCIDD sur D et
D∗. Le fait que p1 soit une submersion et que p2 soit propre sur le support du
ourant Φ∧[V ] (la propreté de p2 est liée à la ompaité de l'espae projetif)
permettent de dénir un nouveau ourant appelé transformée d'Abel de Φ∧
[V ], noté A(Φ ∧ [V ]), e en posant
A(Φ ∧ [V ]) := (p2)∗(p
∗
1(Φ ∧ [V ]))
Ce nouveau ourant est une forme méromorphe dénie sur D∗ de même type
que Φ que l'on appelle la trae de Φ sur V que l'on notera TrV (Φ)
1
. Pour t
générique, le alul de ette trae onsiste à sommer les formes ξ∗j (Φ) où les
points ξj(t) sont les points d'intersetions de V ave Lt (es derniers étant
en nombre ni, e nombre restant loalement onstant). L'approhe plus
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en général la trae d'un ourant désigne l'image direte de elui-i par une appliation
propre sur le support du ourant. Ii 'est quelque peu diérent ar la trae orrespond à
l'image direte du ourant p∗1(Φ ∧ [V ]) par la projetion sur D
∗
.
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formelle via les ourants a l'avantage de ne plus se souier des singularités
de V . On peut se réferer à [12℄ pour un rappel de es diverses notions ainsi
que pour une présentation de ette approhe via la théorie des ourants.
On s'intéresse ii au as partiulier où V est une réunion nie de germes
d'hypersurfaes (éventuellement singulières et non réduites) oupées (mais
non inluses) par une droite de D et Φ est un germe de forme méromorphe de
degré maximal sur V (i.e. de type (n, 0)). Dans e as il s'avère que la donnée
du ouple (V,Φ) est équivalente à la donnée d'un ouple (F,H) de polynmes
à une variable dont les oeients sont des germes de fontions méromor-
phes en les paramètres de D∗ vériant quelques onditions algébriques par-
tiulièrement simples. Bien que la démonstration de ette équivalene soit
basée sur le théorème de préparation de Weierstrass, la onstrution des
deux polynmes F et H se fait aisément via le alul résiduel. En eet, les
oeients de F et H sont uniquement déterminés par un système linéaire
non dégénéré dont les oeients sont obtenus omme les traes d'un nom-
bre ni de fontions (e sont don des sommes omplètes de résidus). Ce
phénomène permet de aratériser uniquement le ouple (V,Φ) en terme des
traes TrV (y
k) et TrV (y
kΦ), pour k = 0, .., 2d− 1 (où d := TrV 1), alulées
suivant une famille de droites d'une même diretion donnée
2
. Ce nouveau
résultat permet de voir la trae de Φ sur V omme un alul de résidus
d'une fontion rationnelle d'une variable, 'est-à-dire omme un alul de
reste dans une simple division eulidienne (ette approhe se trouvait déjà
en fait esquissée dans l'artile de P.A. Griths [7℄). Ce point de vue permet
de redémontrer le théorème d'Abel inverse sous une version plus forte ; en
eet on montre alors que la rationnalité de la trae en n des 2n variables de
D∗ sut pour onlure que V est alors une ourbe algébrique et Φ une forme
rationnelle sur V . On omprendra ainsi le lien ave le théorème de Wood qui
arme qu'il est équivalent que V soit algébrique de degré d et que la trae
de y soit ane en n des 2n variables ('était en fait une des motivations de
e travail). Pour nir, on retrouve les bornes de Castelnuovo pour majorer
la dimension de l'espae des q-formes abéliennes (i.e. de trae nulle), bornes
atteintes dans le as q = n (voir [11℄ par exemple pour une approhe via les
tissus).
L'aspet global du alul résiduel permet de ne plus travailler loalement
ave le théorème des fontions impliites et le lemme de Darboux (ingré-
dient essentiel dans la preuve d'Henkin et Passare) et don de ne plus se
2
en fait en restreignant à une seule projetion, on retombe sur le onept de trae usuel
originellement développé par Barlet [2℄, et on retrouve ses résultats de aratérisation des
formes régulières
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souier que les germes soient lisses ou réduits ; on esquive également ainsi les
théorèmes d'Hartogs et de Remmert-Stein. De plus la preuve du théorème de
préparation de Weierstrass peut s'obtenir à partir du alul de résidus [8℄ ;
il en est de même pour la onstrution du ouple (F,H) et la trae est ainsi
une forme diérentielle dont les oeients sont des sommes omplètes de
résidus de polynmes à une variable, 'est-à-dire des restes de divisions euli-
diennes dans l'anneau des polynmes. En e sens, on peut parler de l'aspet
très algébrique du théorème d'Abel et de son inversion, et plus généralement
du onept de trae. Ce type de onstrution suggère de nouvelles démon-
strations pour des généralisations du théorème d'Abel inverse, par exemple
en remplaçant les espaes linéaires par une famille ontinuement paramétrée
d'ensembles algébriques de même dimension et de degré donné [5℄.
2 Les oeients de la trae exprimés en termes de
sommes de résidus
Soit V un sous-ensemble analytique de odimension r d'un domaine r-
onave D ⊂ Pn+1(C). Soit Φ une q-forme méromorphe sur V ('est-à-dire
loalement la restrition à V d'une forme méromorphe dans l'espae ambiant
et dont le lieu polaire Pol (Φ) vérie dim(Pol (Φ)∩V ) < n+1− r = dimV ).
En utilisant l'interprétation de la trae en termes de ourants, on montre ii
par dualité que les oeients de la trae s'expriment en termes de l'ation de
ourants résiduels et sont en fait des sommes omplètes de résidus fontions
des paramètres t de l'espae r-dual D∗ de D. Dans un premier temps on
utilise les variables Z pour D et t pour D∗. Pour toute forme-test ϕ (de type
orretement hoisi en fontion du type de Φ) de D∗, on a par dénition
〈TrV (Φ) , ϕ〉 =
∫
D∗
TrV (Φ)(t) ∧ ϕ(t)
=
∫
INCIDD
([p−11 (V )] ∧ p
∗
1[Φ]) ∧ p2
∗(ϕ)(Z, t) .
En notant alors [ID] le ourant d'intégration assoié au sous-ensemble ana-
lytique INCIDD de D ×D
∗
, on obtient l'expression
〈TrV Φ, ϕ〉 =
∫
D×D∗
([V ](Z) ∧ [ID](Z, t)) ∧Φ(Z) ∧ ϕ(t) = 〈T , ϕ〉
où le (q + n + 1, n + 1)-ourant T := ([V (Z)] ∧ [ID(Z, t)]) ∧ Φ(Z) a pour
image direte par p2 un ourant forme méromorphe de même type que Φ
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orrespondant préisément à la trae de Φ. On voudrait expliiter dans des
artes anes de la grassmannienne les oeients de e ourant dans le as
d'une hypersurfae V ⊂ D (on retrouve alors la transformée d'Abel-Radon
usuelle). Quitte à faire agir un automorphisme de P
n+1(C), on peut toujours
supposer, si l'on note (x1, x2, ..., xn, y, z) les oordonnées homogènes dans
P
n+1(C)) que la droite vertiale x1 = · · · = xn = 0 est inluse dans D
et oupe V en un nombre ni de points n'appartenant pas à l'hyperplan à
l'inni z = 0. Cei reste valable pour les droites voisines de x = 0 e qui
permet d'utiliser les oordonnées anes (x, y) = (x1, .., xn, y) au voisinage de
V et d'utiliser les oordonnées (a, b) = (a1, .., an, b1, .., bn) pour paramétrer
l'ouvert ane de (Pn+1(C))∗ onstitué des droites L(a,b) voisines de la droite
vertiale x = 0, où L(a,b) est la droite projetive dénie en oordonnées anes
(x, y) par les équations
Li(x, y, a, b) = xi − aiy − bi = 0 , i = 1, ..., n.
Dans e as, en supposant que V = {f(x, y) = 0} , on obtient (en utilisant
les notations standard, voir par exemple [13℄, pour désigner les ourants
résiduels de Cole-Herrera dans le as intersetion omplète) l'expression
loale de T :
T = Φ ∧ df ∧
( n∧
i=1
d(x,y,a,b)Li
)
∧ ∂
( 1
f
)
∧
( n∧
i=1
∂¯(x,y,a,b)
( 1
Li
)
Examinons deux as partiuliers.
1. Le as où Φ est une fontion sur V
Si la forme Φ est une 0-forme, 'est-à-dire une fontion méromorphe sur V
ayant au voisinage de V dans D une expression globale Φ = h/g où h et
g sont holomorphes en les oordonnées anes (x, y) et le lieu des zéros de
g oupe proprement V , l'expression de la trae de Φ au voisinage de t = 0
dans D∗ est, en terme de alul résiduel :
TrV
(h
g
)
=
〈[1
g
]
∂¯
( 1
f
)
∧
n∧
i=1
∂(x,y)
( 1
Li
)
, h J(f, L)dx ∧ dy
〉
où
J(f, L) =
n∑
1
ai∂xif + ∂yf
est le jaobien de l'appliation (x, y)→ (f, L1, .., Ln)(x, y). Puisque les fon-
tions (f, L1, .., Ln) dénissent une intersetion omplète et ont un nombre ni
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de zéros ommuns (dépendant holomorphiquement des paramètres (a, b)) et
que la fontion h est holomorphe, e alul de résidu global oïnide ave
elui du résidu global de Grothendiek et on notera plus symboliquement
TrV
(h
g
)
= Res
[
h
g
J(f, L)dx ∧ dy
f, L1, .., Ln
]
. (†)
2. Le as où Φ est une forme méromorphe de degré maximal sur V
Puisque V ne ontient pas la droite vertiale x = 0, la fontion ∂yf n'est pas
identiquement nulle sur V et l'on peut se ramener au as où Φ se présente
sous la forme Φ = m(x, y)dx, m étant une fontion méromorphe sur V . Dans
e as, on fait agir le ourant T sur des formes-test de D × D∗ de bidegré
(n, 2n) (en les variables (a, b) ii) et on a alors l'expression suivante pour la
forme trae TrV (Φ) :
TrV (mdx) =
n∑
k=0
Res
[
myk ∂yf dx ∧ dy
f, L1, .., Ln
]( ∑
|I|=k , |J |=n−k , I∩J=∅
±daI ∧ dbJ
)
(††)
où I et J désignent des multi-indies ordonnés de {1, ..., n}, |I| et |J | leurs
ardinaux, et
daI ∧ dbJ :=
k∧
l=1
dail ∧
n−k∧
l′=1
dbjl′
si I = {i1, ..., ik} et J = {j1, ..., jn−k}.
Remarque 1 On retrouve ii une formule prouvée par P.A. Griths dans [7℄
mais l'ériture (††) grâe au formalisme du alul résiduel met en évidene le
fait que l'on n'ait pas à se souier du fait que V soit lisse ou non au voisinage
des points d'intersetion ave les droites orrespondant aux points de D∗.
Remarque 2 A priori, V n'est pas donné omme le lieu d'annulation d'une
seule fontion. Par ontre, si V est un germe d'ensemble analytique en un
point (0, y0) de la droite vertiale distint du point à l'inni, on a alors, en
oordonnées anes (x, y) dans D au voisinage de (0, y0), V = {f = 0} pour
un germe de fontion holomorphe f et les formules (†) ou (††) s'appliquent
à ondition d'introduire au numérateur des symboles résiduels une fontion
plateau valant identiquement 1 dans un voisinage susament petit de (0, y0).
La trae est alors un germe de forme méromorphe en (a, b) = (0, 0).
Un outil majeur du alul résiduel est le théorème de dualité : si D ⊂ Cn+1
est un domaine d'holomorphie, (f1, ..., fk) une intersetion omplète dans D
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et g une fontion holomorphe dans D telle que odim{g = 0} ∩ {f1 = · · · =
fk = 0} > k, une fontion h holomorphe dans D est dans l'idéal engendré
par les fi si et seulement si le ourant résiduel
h
[1
g
]
∂¯(
1
f1
) ∧ ... ∧ ∂¯(
1
fk
)
est nul sur l'espae des formes test de type (n+ 1− k, n + 1− k) ∂-fermées
au voisinage de {f1 = · · · = fk = 0}. Ce théorème s'applique notamment
dans les anneaux loaux des germes de fontions holomorphes. Le pendant
algébrique de e résultat (dans le adre élémentaire du alul résiduel en
une variables) est une onséquene immédiate de l'algorithme de division
eulidienne : si F ∈ C[Y ], un polynme H de C[Y ] est divisible par F si et
seulement si
Res
[
Y kH dY
F
]
= 0 , ∀k = 0, ...,deg F − 1 .
3 Constrution du ouple (F,H) et nouvelle éri-
ture de la trae
Nous allons dans e paragraphe établir une formule analogue à (††) dans
le as où V est une réunion nie de germes d'hypersurfaes analytiques ir-
rédutibles oupés (mais non inlus) par une droite que l'on supposera être
la droite vertiale. Cette formule fera enore intervenir des résidus globaux
de frations rationnelles en une variable et l'on esquivera ainsi le reours
aux fontions plateau, e qui fournira une expression diérente de la trae
TrV [mdx], dépendant du degré vertial de V ('est-à-dire du nombre de points
d'intersetion de V ave une droite gérérique L(a,b) pour (a, b) voisin de
(0, 0)). On montrera pour ela l'équivalene, à degré vertial d préisé, de la
donnée du ouple (V,Φ) ave un ouple de polynmes (F,H) à une variable
de degrés respetifs d et d − 1 et à oeients dans le orps des germes de
fontions méromorphes en (a, b) à l'origine de C2n.
On notera O l'anneau fatoriel (resp. M le orps) des germes de fontions
holomorphes (resp. méromorphes) à l'origine (a, b) = (0, 0) de C2n.
L'aboutissement de e paragraphe est de aratériser le plus algébriquement
possible à quelle ondition un germe de forme méromorphe en un point de
la grassmannienne G(n+1, 1) (orrespondant par exemple à la droite x = 0)
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est la trae d'un germe de n-forme méromorphe sur un "yle de germes
d'hypersurfaes analytiques" de "degré vertial ensembliste" donné (on ex-
pliquera plus loin e voabulaire). Donnons tout d'abord deux dénitions
dans un ontexte plus général que elui des sous-variétés linéaires, e en vue
de généralisations ultérieures de e travail.
Dénition 1 Soit A une sous-variété algébrique de Pn+1(C) de odimension
pure p. On appelle germe de yle analytique eetif intersetant proprement
A toute ombinaison formelle à oeients entiers positifs et nie de germes
γ d'espaes analytiques irrédutibles de dimension p en des points de A ave
dim(supp (γ) ∩ A) = 0. On note VA l'ensemble des germes de yles analy-
tiques intersetant proprement A. Tout élément V de VA peut se déomposer
sous la forme V =
∑
P∈A VP où VP =
∑
i kiVP,i et les VP,i sont des germes
d'ensembles analytiques irrédutibles en P ∈ A (en nombre ni), les points
P à onsidérer étant aussi en nombre ni. On note |V | l'ensemble analytique⋃
P,i
VP,i que l'on appelle le support de V .
Dénition 2 Si V =
∑
P∈A VP et q ∈ {0, ..., n}, on note M
q(|V |) l'ensem-
ble des (q, 0)-formes méromorphes sur |V |. Se donner une telle forme est
équivalent à se donner un germe de forme méromorphe ΦP sur haque |VP |,
'est-à-dire un germe de forme méromorphe dans l'espae P
n+1(C) au voisi-
nage de haque point P de A ∩ |V |.
On s'intéresse ii au as où A est la droite vertiale ∆ = L(0,0) : x = 0.
On notera V le sous-ensemble de V∆ onstitué des ombinaisons de germes
d'hypersurfae en des points P = (0, yP ) de ∆ distints du point à l'inni
de ette droite.
Soit V un germe d'hypersurfae analytique irrédutible en un point P =
(0, yP ) ∈ ∆ intersetant proprement ∆ en e point. Dans e as, V = {f = 0}
où f ∈ C{x, y − yP} est un germe de fontion holomorphe réduit en P
(vériant don (rad (f)) = (f)). Par hypothèse, la fontion f(0, y) n'est
pas identiquement nulle et on note d son ordre d'annulation en y = yP .
Par ontinuité, d est aussi le nombre de zéros de la fontion holomorphe
y → f(x, y) pour x voisin de zéro. On appellera d = deg(V ) le degré vertial
de V . Le degré vertial d'un yle V = k1V1+..+ksVs sera alors par dénition
deg(V ) = k1 deg(V1) + .. + ks deg(Vs). L'ensemble V a naturellement une
struture de semi-groupe gradué ave la graduation par le degré vertial
(on rajoute l'ensemble vide de degré 0 pour avoir un élément neutre). Tout
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élément admet une déomposition unique en somme d'éléments irrédutibles.
Remarque 3 Si V est un germe en un point P ∈ ∆, l'entier d est le degré
du revêtement analytique (V, π, I) où I est un ouvert susamment petit de
C
n
entré en x = 0 et π est la projetion vertiale (x, y)→ x. Notons que d
n'est pas forément le degré global de V ar il peut varier d'une projetion à
l'autre, la projetion hoisie ne orrespondant pas néessairement à une pro-
jetion générique : par exemple le degré vertial du germe en 0 de l'ensemble
V = {y2 − x3 = 0} est 2 alors que le degré de V est 3 pour une projetion
générique.
Quand on parle d'une équation {f = 0} d'un germe V , on suppose que
l'ériture de f prend en ompte les multipliités de haune des branhes de
V .
Remarque 4 La dénition de la trae ave multipliité (i.e. la fontion
f n'est pas forément réduite) grâe aux formules (†) ou (††) revient à la
dénition usuelle :
Trk1V1+...+ksVs (Φ) = TrV1+···+Vs (Φ
′)
où Φ′ est la forme méromorphe sur |V | valant kiΦ sur Vi. C'est seulement
dans la onstrution de F (rendant ompte de V ) que l'on fera entrer en
jeu les multipliités impliquées dans la dénition de V . On se restreindra
ensuite aux ensembles M(|V |) (resp. Mn(|V |)) des fontions (resp. des n-
formes) méromorphes sur |V | pour onstruire H.
On se ramène dans un premier temps au alul résiduel algébrique en une
variable grâe au théorème de préparation de Weierstrass. Soit V = {f =
0} ∈ V un germe irrédutible en un point P ∈ ∆, de degré vertial d. Soit
f˜(y, a, b) = f(ay + b, y) ∈ O {y − yP }. La fontion f˜ est irrédutible et
régulière de degré d en y = yP . Par le théorème de préparation de Weier-
strass, il existe un unique polynme irrédutible Q ∈ O [Y ] de degré d et une
fontion analytique u ∈ O {y − yp} inversible tels que :
f˜(y, a, b) = Q(y, a, b)u(y, a, b)
ave Q(y, 0, 0) = (y − yP )
d
et u(yP , 0, 0) 6= 0. On a alors le lemme suivant,
permettant préisément de nous ramener au alul résiduel en une variable :
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Lemme 1 Soit V = {f = 0} ∈ V un germe irrédutible de degré vertial d
et Q le polynme irrédutible de O [Y ] déni i-dessus. Soit h ∈ M(|V |) un
germe de fontion méromorphe sur |V | ('est-à-dire un germe de fontion
méromorphe au point (0, yP ) de P
n+1(C)) ; on a alors
TrV (h) = Res
[
h(ay + b, y) ∂yQ(y, a, b) dy
Q(y, a, b)
]
.
Preuve. On introduit une fontion plateau θ valant 1 au voisinage de V .
Ainsi, par (†) et au vu de la remarque 2, l'expression de la trae devient, si
J(f, L) := J(f, L1, · · · , Ln),
TrV (h) = Res
[
θ(x, y)h(x, y)J(f, L) dy ∧ dx1 ∧ .. ∧ dxn
f, x1 − a1y − b1, . . . , xn − any − bn
]
On remarque que la fontion de (x, y, a, b)
(x, y, a, b) → θ hJ(f, L) (x, y, a, b) − θ hJ(f, L)(ay + b, y, a, b)
s'érit omme ombinaison linéaire des L1, .., Ln à oeients semi-méro-
morphes en (0, yP , 0, 0), le lieu polaire de es oeients ne ontenant pas la
droite x− ay − b = 0 pour a, b génériques au voisinage de (0, 0). En dehors
du lieu polaire de h, le théorème de dualité s'applique ; ainsi sur l'ouvert
onstitué des (a, b) pour lesquels la droite L(a, b) ne passe pas par l'ensemble
ni des points ommuns à V et au lieu polaire de h, on a l'égalité
TrV (h) = Res
[
θ h(x, y)J(f, L)(x, y, a, b) dy ∧ dx
f, L1, . . . , Ln
]
= Res
[
θ(ay + b, y)h(ay + b, y)J(f, L)(ay + b, y, a, b) dy ∧ dx
f(ay + b, y), L1, .., Ln
]
,
d'où l'on déduit l'égalité dans M. Cette expression nous permet de nous
libérer des variables x et d'exprimer la trae omme un alul de résidu de
forme méromorphe en une variable y, à savoir
TrV (h) = Res
[
θ(ay + b, y)h(ay + b, y)J(f, L1, .., Ln)(ay + b, y, a, b) dy
f(ay + b, y)
]
Un rapide alul montre que l'on a l'égalité suivante :
J(f, L1, .., Ln)(ay + b, y, a, b) =
( n∑
1
ai∂xif + ∂yf
)
(y, a, b) = ∂yf˜ (y, a, b) ;
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puisque f˜(y, a, b) = Q(y, a, b)u(y, a, b), on a
TrV (h) = Res
[
θ(ay + b, y)h(ay + b, y) ∂y f˜(y, a, b)dy
f˜(y, a, b)
]
= Res
[
θ(ay + b, y)h(ay + b, y) ∂yQdy
Q(y)
]
+
Res
[
θ(ay + b, y)h(ay + b, y) ∂yu dy
u
]
;
la fontion u étant inversible sur le support de y → p(ay+ b, y), le deuxième
terme de la somme de droite est nul ; de plus les zéros de Q étant loalisés
au voisinage de l'origine, la fontion plateau devient inutile dans le premier
terme de la somme de droite, e qui fournit la formule souhaitée pour la trae
TrV (h). 
Si maintenant V = V1+ · · ·+ Vk ∈ V est une somme de germes irrédutibles
Vi = {fi(x, y) = 0} distints deux à deux, on dénit les fontions Qi ∈ O[Y ]
assoiées aux fi omme préédemment et, en posant Q = Q1 · · ·Qk, on
obtient :
TrV (y
k) =
∑
i
Res
[
yk ∂y Qi dy
Qi
]
= Res
[
yk ∂yQdy
Q
]
.
On notera uk es fontions de (a, b) qui sont des germes de fontions holo-
morphes par le théorème d'Abel. On remarque que u0 est le degré de Q qui
est aussi le degré vertial d de V . On a alors le deuxième lemme ruial dans
l'exposé :
Lemme 2 La matrie d× d suivante U à oeients dans M
A =

u0 u1 · · · ud−1
u1 u2 · · · ud
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
ud−1 ud · · · u2d−2

est non dégénérée sur le orps M. Plus préisément, on a
DetA(a, b) = DiscQ(a, b)
où DiscQ est le disriminant de Q.
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Preuve. Dans un premier temps, il sut de montrer que le noyau de l'en-
domorphisme U assoié à ette matrie est nul. Soit
σ = (σ0, ..., σd−1) ∈ M
d
un d-uplet d'éments de M tel que U(σ) = 0. En terme de alul résiduel,
ette ondition se traduit par
Res
[
Y k(σd−1Y
d−1 + · · ·+ σ1Y + σ0) ∂yQ(Y, a, b) dY
Q(Y, a, b)
]
= 0 , k = 0, . . . , d−1
e qui par le théorème de dualité se traduit par l'appartenane du polynme
(σd−1Y
d−1+· · ·+σ1Y +σ0)∂yQ à l'idéal engendré par Q dansM[Y ]. Puisque
Q est sans fateurs multiples et pour une raison de degré, on voit par le lemme
de Gauss que l'unique solution est σ = (0, ...0), e qui prouve la première
partie du lemme. On voit par e biais que DetA(a0, b0) = 0 est équivalent au
fait que les polynmes ∂yQ(Y, a0, b0) et Q(Y, a0, b0) ont une raine ommune
(pour (a, b) = (a0, b0) xés). En fait, pour (a, b) générique, le polynme Q
a d raines y1(a, b), ..., yd(a, b) distintes. Il sut alors de remarquer que
A = StS où S = (yji )0≤i,j≤d−1 est la matrie de Vandermonde des raines
de Q e qui montre la deuxième partie du lemme. 
Remarque 5 On a privilégié la démonstration du lemme par le théorème de
dualité qui est une approhe plus globale (on ne travaille pas génériquement)
qui s'adapte pour des situations plus ompliquées. Quelle que soit l'approhe,
on omprend bien que les droites L(a, b) pour lesquelles DetA(a, b) = 0 sont
exatement les droites pour lesquelles f(ay + b, y) a une raine double : e
sont les mauvaises droites, 'est à dire elles qui passent par le lieu singulier
de V ou qui sont tangentes à V .
On note U [Y ] le sous-ensemble de O[Y ] onstitué des polynmes unitaires
vériant les n relations
∂aiF − Y ∂biF ∈ (F ) , i = 1, · · · , n (∗)
Lemme 3 L'ensemble U [Y ] admet une struture de semi-groupe (multipli-
atif) gradué ave la graduation naturelle qui de plus hérite de la fatorialité
de l'anneau O[Y ].
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Preuve. Si F1 et F2 sont deux fateurs de F vériant
∂aiFj − Y ∂biFj ∈ (Fj) j = 1, 2 ,
on a alors
∂ai(F1F2)− Y ∂bi(F1F2) = F2(∂aiF1 − Y ∂biF1) + F1(∂aiF2 − Y ∂biF2)
∈ (F1F2) ,
et e pour tout i = 1, .., n. La propriété (∗) est don ompatible ave la mul-
tipliation, e qui donne à U [Y ] une struture de semi-groupe (multipliatif)
gradué ave la graduation naturelle. Il reste à montrer la fatorialité. Soit
F ∈ U [Y ] et soit F = F k11 · · ·F
ks
s sa déomposition dans l'anneau fatoriel
O[Y ]. Il sut de montrer que tout fateur irrédutible Fi de F vérie (∗) ;
on le montre pour F1 ; le polynme F se fatorise en F = F
k1
1 P où k1 ∈ N
∗
et P est premier ave F1 et l'on a
∂aiF − Y ∂biF = F
k1
1 (∂aiP − Y ∂biP ) + kF
k1−1
1 P (∂aiF1 − Y ∂biF1)
∈ (F k11 P ) ;
ei implique k1F
k1−1
1 P (∂aiF1 − Y ∂biF1) ∈ (F
k1
1 ) et e pour tout i. Or, P
est premier ave F1 par hypothèse et on a don ∂aiF1 − Y ∂biF1 ∈ (F1), e
qui ahève la preuve du lemme 3. 
Proposition 1 Il existe un isomorphisme Π de semi-groupes gradués entre
les ensembles V et U [Y ] ; les branhes irrédutibles de V , leur degré vertial
et leur multipliité sont respetivement en orrespondane ave les fateurs
irrédutibles de F , leur degré et leur multipliité dans la déomposition de F
dans l'anneau fatoriel O[Y ].
Preuve. Il sut de onstruire l'image d'un seul germe irrédutible et l'im-
age réiproque d'un polynme irrédutible, puis de montrer que Π est un
homomorphisme de semi-groupes gradués. Soit don V un tel élément de V
de degré vertial d. L'image de V par Π sera par dénition
F := Π(V ) = Y d − σd−1Y
d−1 + ...+ (−1)d−1σ0 ,
où (σd−1, ..., σ0) ∈ M
d
est l'unique solution du système linéaire (S) de d
équations à d inonnues
ud−1σd−1 + · · · + (−1)
d−1u0σ0 = ud
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
u2d−2σd−1 + · · · + (−1)
d−1ud−1σ0 = u2d−1
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qui est un système de Cramer d'après le lemme 2. Le fait que σ soit solution
de e système de Cramer est équivalent à e que le polynme F onstruit
i-dessus à partir de σ vérie
Res
[
yk F∂yQdy
Q
]
= 0 , k = 0, · · · , d− 1 .
Par le théorème de dualité on a don F ∂yQ ∈ (Q). Ii, Q est irrédutible et
unitaire par hypothèse, on a don Q = F pour des raisons de degré. L'unique
solution du système de Cramer (S) fournit don le polynme de Weierstrass
Q ∈ O[Y ] assoié à la fontion f˜ . Par dénition même de f˜ , on a pour tout
i = 1, . . . , n,
0 = ∂ai f˜ − Y ∂bi f˜ = u(∂aiF − Y ∂biF ) + F (∂aiu− Y ∂biu)
et F divise ∂aiF −Y ∂biF dans O[Y ] pour tout i = 1, .., n, e qui montre que
le polynme F appartient à U [Y ]. De plus, par onstrution même de Q, Π
est un homomorphisme de semi-groupes gradués entre V et U [Y ].
Prouvons maintenant la surjetivité de Π. Il sut de montrer que tout
polynme irrédutible de U [Y ] s'érit Π(V ) où V ∈ V. Soit F ∈ U [Y ]
un polynme irrédutible de degré d. Du fait de l'irrédutibilité de F , le
polynme F (Y, 0, 0) ne peut avoir qu'une seule raine yP et s'erit don
F (Y, 0, 0) = (Y−yP )
d
. On onsidère alors la fontion (x, y, a) → G(x, y, a) :=
F (y, a, x − ay) qui, vue omme un élément de C{x, y − yP , a}, est régulière
de degré d en y = yP . Puisque F est dans U [Y ], don vérie (∗) et est uni-
taire, la fontion G appartient à l'idéal engendré par ∂aiG dans C{x, y, a} ;
or l'ordre d'annulation en aj = 0 de la fontion aj → G(x, y, a) est donné
par l'intégrale
1
2iπ
∫
|aj |=ǫ
∂ajG (x, y, a)
G(x, y, a)
daj
(pour ǫ assez petit) et vaut zéro pour tout (x, y) voisin de (0, yP ) puisque la
fontion sous l'intégrale est holomorphe pour ǫ susament petit. Par util-
isations suessives du théorème de préparation de Weierstrass (on élim-
ine les variables aj , j = 1, ..., n les unes après les autres), on montre alors
l'existene d'un germe de fontion holomorphe unique (à inversible près)
f ∈ C{x, y − yP } s'annulant en (0, yP ) et d'un germe de fontion holomor-
phe inversible q ∈ C{x, y − yP , a} tels que
G(x, y, a) = f(x, y)q(x, y, a) ,
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où f est régulière de degré d au point (0, yP ). On a alors
f˜(y, a, b) = G(ay + b, y, a)q−1(ay + b, y, a) = F (y, a, b)q−1(ay + b, y, a)
Il sut de poser V = {f = 0} et V est alors un germe d'ensemble analytique
en P = (0, yP ) ∈ ∆ \H∞ tel que F = Π(V ). Ce germe est irrédutible sinon
F serait rédutible.
Prouvons maintenant l'injetivité de Π. Grâe à la fatorialité de U [Y ], on
se ramène à montrer l'injetivité pour des germes irrédutibles. Soient V1 =
{f1 = 0} et V2 = {f2 = 0} deux germes analytiques irrédutibles en deux
points P1 = (0, yP1) et P2 = (0, yP2) de ∆ \H∞ tels que Π(V1) = Π(V2) =
F . Dans e as on a f˜1(y, a, b) = F (y, a, b)u1(y, a, b) dans O{y − yP1} et
f˜2(y, a, b) = F (y, a, b)u2(y, a, b) dans O{y− yP2}. Puisque F est irrédutible
dans U [Y ], F (y, 0, 0) = (y− y0)
d
, e qui montre que P1 = P2 ; ainsi les deux
fontions f˜1 et f˜2 sont dénies au voisinage d'un même point et sont égales à
un inversible près ; par onséquent f1(x, y) et f2(x, y) également. On a don
bien V1 = V2.
La proposition 1 est ainsi démontrée. 
Remarque 6 On peut noter que si {f = 0} est l'équation de V (les mul-
tipliités étant prises en ompte), les oeients de F = Π(V ) sont les
fontions symétriques élémentaires en les raines de y → f˜(y, a, b) et peu-
vent s'exprimer grâe aux formules de Newton omme des polynmes en les
polynmes symétriques de Newton des raines que sont les ui pour i = 0, .., d.
Il n'était don pas néessaire d'utiliser le système de Cramer (S) pour dé-
montrer la proposition mais l'utilité de e type de onstrution apparaîtra
par la suite.
Remarque 7 Le fait que l'ensemble analytique V ontienne la droite verti-
ale {x = 0} équivaut au fait que la fontion holomorphe f soit dans l'idéal
engendré par les xi. Le polynme F alors obtenu serait dans l'idéal engendré
par les polynmes Y + bi/ai, i = 1, ..., n ; e polynme vérie toujours (∗)
mais ses oeients ne sont plus holomorphes et n'ont plus de signiation en
(a, b) = (0, 0) ; ei s'explique du fait que la droite (a, b) = (0, 0) est inluse
dans V . Même si e as s'avère pathologique, on peut par ontre montrer,
d'une manière générale, que le lieu polaire (dans (C2n, 0)) des oeients
d'un élément de M [Y ] vériant les onditions (∗) ne dépend en fait pas de
b.
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On travaille maintenant ensemblistement, i.e. sur l'ensemble Vred onstitué
des éléments V = V1 + · · ·+ Vk ∈ V, où les Vi sont deux à deux distints (et
F = Π(V ) n'a pas de fateurs multiples).
Proposition 2 Soit V ∈ Vred de degré vertial d et F = Π(V ). Il existe une
appliation bijetive
ρ :M(V )→MF [Y ]
entre l'ensemble M(V ) des germes de fontions méromorphes sur V et le
sous-ensemble MF [Y ] de M [Y ] onstitué des polynmes H de degré d − 1
à oeients dans M vériant la relation
∂aiH − Y ∂biH ∈ (F ) ∀ i = 1, .., n . (∗∗)
Preuve. La preuve se fait en deux étapes : nous traitons tout d'abord le as
d'un germe irrédutible V (en un point (0, yP )), puis le as général.
Le as d'un germe irrédutible. Soit V un germe d'équation (réduite) V =
{f = 0} de degré vertial d et F = Π(V ). Soit h un germe de fontion
méromorphe sur V , h ∈ M(V ). La onstrution de ρ est analogue à elle de
Π mais on onsidère ette fois le système (Sh) de d équations à d inonnues
suivant (les τi sont les inonnues) :
u0τ0 + · · · + ud−1τd−1 = v0
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
ud−1τ0 + · · · + u2d−2τd−1 = vd−1
ave ette fois les vk (e sont des éléments deM d'après le théorème d'Abel)
dénis par
vk := TrV (y
k h) = Res
[
yk h(ay + b, y) ∂yF dy
F (y, a, b)
]
, k = 0, ..., d − 1 .
Soit τ := (τ0, .., τd−1) l'unique d-uplet solution du système (qui est de Cramer
d'après le lemme 2), qui ette fois est a priori un veteur de germes de
fontions méromorphes en (a, b) à l'origine de C2n. On pose alors
H(Y, a, b) = τd−1(a, b)Y
d−1 + · · · + τ1(a, b)Y + τ0(a, b) .
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Par onstrution même, on a :
Res
[
H(y, a, b) yk ∂yF (y, a, b) dy
F (y, a, b)
]
=
d−1∑
0
τiRes
[
yk+i ∂yF (y, a, b) dy
F (y, a, b)
]
=
d−1∑
0
τiuk+i = vk
pour k = 0, ..., d − 1. Ainsi,
Res
[
yk h(ay + b, y) ∂yF dy
F (y, a, b)
]
= Res
[
H(y, a, b) yk ∂yF (y, a, b) dy
F (y, a, b)
]
pour tout k = 0, ..., d − 1. Puisque d = degY F , on en déduit que ei est en
fait vrai pour tout entier k en eetuant la division eulidienne de yk par F
et en utilisant le théorème de dualité. Ainsi l'égalité reste vraie si on multiplie
les deux numérateurs par un élément quelonque de O{y− yP }. Or, omme
h est la restrition à |V | d'un germe de forme méromorphe au voisinage de
(0, yP ) dans P
n+1(C), h admet un dénominateur (x, y) → ξ(x, y) (d'ailleurs
puissane d'un dénominateur universel δ ne dépendant que de V d'après
le théorème d'Oka) qui est un germe de fontion holomorphe au voisinage
de (0, yP ) ; si l'on pose r(y, a, b) = ξ(ay + b, y), il résulte des égalités entre
symboles résiduels i-dessus (pensées dans M{y − yP}) et du théorème de
dualité que (y, a, b)→ r(y, a, b)(H(y, a, b)− h(ay+ b, y))∂yF est dans l'idéal
engendré par F dans O{y − yP} ; on en déduit (ar F est irrédutible par
hypothèse) qu'en tant qu'élément de M{y − yP}, H s'érit
(y, a, b) → H(y, a, b) = h(ay + b, y) +
q(y, a, b)
r(y, a, b)
F (y, a, b) (†3)
et puisque les fontions (∂ai − y∂bi)(r) et (∂ai − y∂bi)(h(ay + b, y)) pour
i = 1, ..., n sont identiquement nulles et que F vérie (∗), le polynme ∂aiH−
y∂biH est don dans l'idéal engendré par F dans O{y−yP} ; il en résulte que
H vérie le jeu d'équations (∗∗) et est don dansMF [Y ]. Cette onstrution
nous permet don d'assoier à h un élément ρ(h) de MF [Y ].
L'injetivité de ρ résulte de la remarque évidente suivante : d'après (†3), la
restrition à V de (x, y) → H(y, a, x − ay) (onsidéré omme germe d'une
fontion de x, y au voisinage de (0, yP )) lorsque a est xé génériquement et
voisin de 0 est égale à h.
Prouvons maintenant la surjetivité de ρ. Soit H ∈ MF [Y ]. Puisque H
vérie les onditions (∗∗) et que F est unitaire, on a
∂aiH − Y ∂biH = qi(a, b)F (Y, a, b)
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ave qi = −∂bi γd−1, i = 1, ..., n ; ainsi
∂ai [H(y, a, x − ay)] = qi(a, x− ay)F (y, a, x − ay)
= qi(a, x− ay)u(a, x, y)f(x, y)
où u est inversible et V = {f = 0}. Le lieu polaire de la fontion méromorphe
(x, y) → qi(a, x − ay) ne ontient auune branhe de V , sinon qi(a, b) serait
divisible (dans M [Y ]) par un fateur de F (Y, a, b), e qui est absurde. On
peut don restreindre à V les deux membres de ette dernière égalité, e qui
donne :
∂ai [H(y, a, x− ay)]|V = ∂ai [H(y, a, x − ay)|V ] = 0 , i = 1, ..., n ,
la première de es égalités étant une onséquene du fait que l'équation de
V ne dépende pas de a. La fontion H(y, a, x−ay) restreinte à V ne dépend
don pas de a et permet de dénir un germe de fontion méromorphe h. Les
oeients de H sont alors solutions du système de Cramer (Sh) obtenu à
partir de h, e qui implique que H = ρ(h).
Le as d'un yle réduit. Soit maintenant V = VP1 + · · ·+VPs ∈ Vred un yle
réduit de degré vertial d, où les VPj , j = 1, ..., s, sont des germes de yles
de dimension n irrédutibles en les s points Pj distints. Soit Fj = Π(VPj ) le
polynme de degré dj assoié à VPj et F = F1 · · ·Fs = Π(V ) le polynme de
degré d assoié à V . On note F[j] =
∏
l 6=j Fl, j = 1, ..., s ; le fait que les germes
n'aient pas de branhes ommunes implique que les Fj sont premiers deux
à deux ; par le théorème de Bézout, il existe s polynmes U1, .., Us ∈ M[Y ]
tels que U1F[1] + ... + UsF[s] = 1. Soit h ∈ M(V ) la fontion méromorphe
qui vaut hj sur VPj et Hj = ρ(hj) omme dénie i-dessus.
On dénit ρ(h) omme le polynme
ρ(h) := H := H1U1F[1] + · · · +HsUsF[s] .
On remarque que, pour k = 0, ..., d − 1,
Res
[
ykH ∂yF (y, a, b) dy
F (y, a, b)
]
=
s∑
j=1
Res
[
ykH ∂yFj(y, a, b) dy
Fj(y, a, b)
]
=
s∑
j=1
Res
[
ykHjUjF[j] ∂yFj(y, a, b) dy
Fj(y, a, b)
]
par les règles usuelles du alul résiduel (théorème de dualité) ; on obtient
don, en poursuivant suivant es mêmes règles, et en exploitant les relations
18
UjF[j] = 1−
∑
l 6=j UlF[l], j = 1, ..., k, les relations
Res
[
ykH ∂yF (y, a, b) dy
F (y, a, b)
]
=
k∑
j=1
Res
[
ykHj ∂yFj(y, a, b) dy
Fj(y, a, b)
]
soit enore
Res
[
ykH ∂yF (y, a, b) dy
F (y, a, b)
]
= TrVP1y
kh1 + · · ·+ TrVPsy
khs = TrV y
kh
Le polynme H := ρ(h) ainsi onstruit oïnide don à nouveau ave
l'unique polynme de degré d− 1 à oeients dans M dont les oeients
τ = (τ0, ..., τd−1) satisfont le système (Sh) (ette fois déni à partir des traes
sur un yle réduit et non sur un seul germe mais il reste de Cramer d'après
le lemme 2). La résolution de e système permet don enore de trouver les
oeients de H dans le as d'un yle réduit. On voit ainsi (en se reportant
au as où V est irrédutible) que l'on a les trois propriétés suivantes :
 le polynme H = ρ(h) vérie ∂aiH − Y ∂biH ∈ (F ) pour i = 1, ..., n ;
 on a, pour j = 1, ..., k,
(ρ(h))(y, a, x − ay)|Vj = Hj(y, a, x − ay)|Fj(y,a,x−ay)=0 = hj(x, y) ;
 ρ(h) = 0 si et seulement si h|V ≡ 0 ; en eet, ρ(h) = 0 implique que
Fj divise HjUjF[j] ; or Fj est premier ave UjF[j], don Fj divise Hj
et Hj ≡ 0 pour raisons de degré, soit enore hj|VPj
≡ 0 et e pour tout
j = 1, .., s, don h|V ≡ 0.
Ces trois onsidérations montrent que l'appliation ρ reste dénie et bijetive
dans le as de germes en plusieurs points. 
Remarque 8 En fait, on aurait pu dénir H omme étant le polynme
d'interpolation de Lagrange prenant les valeurs de la fontion h(ay+ b, y) en
les raines de l'équation f(ay + b, y) = 0 ; on vérie alors grâe à l'équation
d'onde de ho vériée par les raines que H ainsi onstruite vérie les on-
ditions (∗∗) ; la onstrution de ρ a l'avantage d'être plus algébrique (on ne
souie plus des singularités) et plus desriptive.
Le fait que l'ensemble {F (y, a, x − ay) = 0} et la fontion H(y, a, x− ay)|V
ne dépendent pas de a permet de hoisir la diretion vertiale a = 0 dans les
aluls de traes. On obtient ainsi le moyen de reonstituer un ensemble et
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une forme à partir des restritions de la trae d'un nombre ni de fontions
au sous-espae a = 0 de la grassmannienne ; ei paraît logique puisqu'il
sut d'une diretion pour balayer un ensemble. Plus préisément, on a le
théorème suivant :
Théorème 1 Pour onnaître un yle V ∈ V, il est néessaire et susant
de onnaître les germes en 0 des fontions
b→ TrV (y
k)(0, b) , k = 0, ..,TrV (1) ;
si V est un yle réduit, pour onnaître h ∈ M(|V |), il est néessaire et
susant de onnaître les germes en 0 des fontions
b→ TrV (y
k h)(0, b) , k = 0, ..,TrV (1) − 1 .
Preuve. La preuve est ontenue dans e qui vient d'être fait. La onnaissane
de (V, h) donne la onnaissane des traes. A l'inverse, la onnaissane des
traes de yk sur a = 0 permet de fabriquer le polynme F (Y, 0, b) à partir des
formules de Newton (on peut aussi se passer de es formules et en utilisant
le système de Cramer (S) mais il faut alors onnaître les fontions b →
TrV (y
k)(0, b) jusqu'à k = 2d − 1). Si a = 0, le système (Sh) reste non
dégénéré sur le orps des germes méromorphes en b d'aprés la remarque 5
(sinon toutes les droites vertiales ouperaient mal V e qui est absurde).
D'autre part, les traes vk(0, b) = TrV y
kh(0, b) ont un sens sinon toutes
les droites vertiales ouperaient le lieu polaire de h e qui est à nouveau
absurde. Cei permet d'obtenir le polynme H(Y, 0, b) via le système (Sh)
en posant a = 0 (et on montre ainsi que H(Y, 0, b) est bien déni). On a
alors V = {F (y, 0, x) = 0} et la fontion méromorphe (x, y) → H(y, 0, x)
oïnide ave h sur V . 
Le as des formes de degré maximal est analogue et le théorème suivant
montre omment aratériser la trae d'une n-forme en termes de résidus de
fontions rationnelles d'une variable à oeients méromorphes. Il sut de
l'énoner dans le as réduit d'après la remarque 4.
Théorème 2 Une n-forme φ méromorphe au voisinage de l'origine dans
C
2n
a,b est la trae d'une n-forme méromorphe Φ sur un yle réduit V de V de
degré vertial d si et seulement s'il existe deux polynmes F et H tels que :
 F ∈ U [Y ], degY F = d ;
 H ∈ M [Y ], degY H ≤ d − 1, et H vérie les relations algébriques
∂aiH − Y ∂biH ∈ F pour tout i = 1, .., n ('est-à-dire H ∈ MF [Y ]) ;
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 on a l'égalité φ(a, b) = TrVΦ(a, b) ave la représentation :
φ(a, b) = Res
H (∂yF −
∑
j aj∂bjF )(y, a, b) dy ∧
n∧
i=1
(dbi + ydai)
F (y, a, b)

(∗3)
Preuve. Montrons tout d'abord que si V ∈ Vred a pour degré vertial d et
s'érit V = VP1 + · · ·+VPs , les VPj = {fj = 0}, j = 1, ..., s, étant des germes
d'hypersurfaes réduites en k points distints Pj , et si Φ ∈ M
n(|V |), alors
TrV Φ se représente sous la forme (∗
3). La donnée d'une forme méromorphe
sur |V | équivaut à la donnée d'une fontion méromorphe h ∈ M(|V |) qui
vaut hj sur VPj via l'égalité Φ(x, y) = h(x, y)dx. On pose Fj = Π(VPj ),
F = Π(V ), Hj = ρ(hj) et H = ρ(h). D'après l'expression (††) obtenue pour
la trae d'une n-forme au paragraphe 2, les n+1 oeients w0, ..., wn de la
forme TrV (Φ) sont donnés, pour k = 0, ..., n, par :
wk(a, b) :=
s∑
j=1
Res
[
θj y
k hj ∂yf(x, y) dx ∧ dy
fj(x, y), x1 − a1y − b1, . . . , xn − any − bn
]
.
Puisque fj(x, y) = uj(a, x, y)Fj(y, a, x − ay), où uj est inversible dans l'an-
neau loal C{x, y − yPj , a}, on peut remplaer fj(x, y) par Fj(y, a, x − ay).
Or on a, pour j = 1, ..., s,
∂y(Fj(y, a, x− ay)) =
(
∂yFi −
n∑
i=1
ai∂biFj
)
(y, a, x− ay) ,
et, suivant le même argument que dans la preuve du lemme 2, on obtient les
égalités
wk(a, b) =
s∑
j=1
Res
yk hj(ay + b, y)(∂yFj − n∑
i=1
ai∂biFj
)
(y, a, b) dy
Fj(y, a, b)

pour k = 0, ..., n. D'après la formule (†3) (on l'érit pour h = hj et pour
haque fateur irrédutible de Fj dans M [Y ] pour se ramener au as irré-
dutible, Fj étant simplement supposé réduit ii), on a (y, a, b) → hj(ay +
b, y) − Hj(y, a, b) est dans l'idéal engendré par (y, a, b) → Fj(y, a, b) dans
M{y − yPj} et on a don, pour tout k = 0, ..., n,
wk(a, b) =
s∑
j=1
Res
ykHj(y, a, b)(∂yFj − n∑
i=1
ai∂biFj
)
(y, a, b) dy
Fj(y, a, b)
 .
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Il reste à raisonner omme dans la onstrution de ρ (as de plusieurs germes)
pour onlure que l'on a les égalités
wk(a, b) = Res
ykH(y, a, b)(∂yF − n∑
i=1
ai∂biF
)
(y, a, b) dy
F (y, a, b)
 , k = 0, ..., n
e qui montre bien que TrV [hdx] est de la forme voulue.
Réiproquement, si φ s'érit sous la forme (∗3), on peut poser V = Π−1(F )
et h = ρ−1(H) pour onstater (en prenant les aluls à l'envers) que l'on a
bien φ = TrV (hdx). Le théorème 2 est ainsi démontré. 
On aboutit ainsi à une nouvelle aratérisation des formes traes (autre que
elle donnée par exemple dans [9℄) en termes ette fois de sommes omplètes
de résidus de frations rationnelles en une variable de même dénominateur ;
de telles sommes omplètes de résidus s'obtiennent via l'algorithme de divi-
sion eulidienne dans l'anneau M [Y ]. On remarque que les oeients de
la trae s'expriment sous la forme de l'ation d'opérateurs diérentiels non
linéaires à oeients polynomiaux en les oeients σl de F et linéaires en
les oeients τl de H et les dérivées partielles des σj .
4 Appliations : le théorème d'Abel inverse et une
majoration de la dimension de l'espae des q-
formes abéliennes
4.1 Une forme plus forte du théorème d'Abel inverse
On se propose dans ette setion d'exploiter les résultats établis dans la
setion 3 pour démontrer la version suivante du théorème d'Abel inverse :
Théorème 3 Soit V ∈ Vred un germe de yle eetif réduit intersetant
proprement ∆ (en des points Pj , j = 1, ..., s distints du point à l'inni) et
de degré vertial d ; soit Φ ∈ Mn(V ), non identiquement nulle sur auune
des omposantes de |V |. Si la trae de Φ sur V (onsidérée omme germe
de n-forme méromorphe à l'origine de C2n(a,b)) est le germe d'une forme ra-
tionnelle en b, alors l'ensemble analytique |V | est inlus dans une hypersur-
fae algébrique V˜ de degré d telle que V˜ ∩∆ = {P1, ..., Ps} et la forme Φ se
prolonge en une n-forme rationnelle sur Pn+1(C).
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Remarque 9 Il est essentiel de supposer que Φ n'est identiquement nulle
sur auune des omposantes irrédutibles du yle analytique V . En eet, si
e n'était pas le as, on n'obtiendrait bien sûr auune information relative aux
omposantes de V sur lesquelles Φ serait identiquement nulle ; on pourrait
seulement onlure que les autres omposantes sont algébriques.
Preuve du théorème 3. On peut toujours supposer que Φ = h(x, y)dx, où
h ∈M(V ). Soit H = ρ(h) et F = Π(V ). On suppose que F s'érit
F (Y, a, b) = Y d − σd−1(a, b)Y
d−1 + ...+ (−1)d−1σ0(a, b).
On introduit maintenant les germes de fontions méromorphes à l'origine de
C
2n
(a,b) :
wk(a, b) := Res
ykH(y, a, b)(∂yF − n∑
i=1
ai∂biF
)
(y, a, b) dy
F (y, a, b)
 , k = 0, ..., n .
D'après la formule (††) établie dans la setion 2, la rationalité en b de (a, b)→
TrV (hdx) implique la rationalité en b des wk, k = 0, ..., n. Nous aurons
besoin du lemme tehnique suivant, onernant le omportement de la suite
(wk)k∈N.
Lemme 4 La suite (wk)k∈N obéit aux trois règles suivantes :
 (1) Pour tout k ∈ N, pour tout i ∈ {1, ..., n}, on a
∂ai(wk) = ∂bi(wk+1)
(équations d'onde de ho ave déalage) ;
 (2) wk est une fontion rationnelle en b pour tout k ∈ N ;
 (3) les wk k = 0, . . . , 2d− 1 vérient le système linéaire (S˜h) suivant :
wd−1σd−1 + · · · + (−1)
d−1w0σ0 = wd
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
w2d−2σd−1 + · · · + (−1)
d−1wd−1σ0 = w2d−1
Preuve du lemme 4. Pour le point (1), il sut de faire le alul diretement
à partir de l'ériture des wl en termes de symboles résiduels, telle que nous
l'avons introduite au paragraphe 2 (voir la formule (††)) :
wk(a, b) = Res
[
yk h∂yf(x, y) dx ∧ dy
f(x, y), x1 − a1y − b1, . . . , xn − any − bn
]
.
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L'ériture expliite du résidu sous forme de représentation intégrale impli-
quant le noyau de Cauhy (voir par exemple [8℄, hapitre 6) montre que
l'on peut diérentier les symboles résiduels par rapport aux paramètres
en diérentiant sous le symbole, don que, pour tout k ∈ N, pour tout
i ∈ {1, ..., n},
∂ai (wk) = −Res
[
yk h∂yf(x, y) ∂ai(Li) dx ∧ dy
f(x, y), L1, . . . , L
2
i , . . . , Ln
]
= Res
[
yk+1 h∂yf(x, y) dx ∧ dy
f(x, y), L1, . . . , L
2
i , . . . , Ln
]
= −Res
[
yk+1 h∂yf(x, y) ∂bi(Li) dx ∧ dy
f(x, y), L1, . . . , L
2
i , . . . , Ln
]
= ∂bi(wk+1)
(on rappelle que Li(x, y, a, b) := xi − aiy − bi pour i = 1, ..., n).
On montre le point (2) par réurrene sur k. C'est vrai pour k = 0, . . . , n
par hypothèse. On suppose la propriété vraie jusqu'au rang k − 1.
On suppose dans un premier temps que wk 6= 0 pour tout k ∈ N. On va
reprendre l'astue utilisée par G. Henkin et M. Passare [12℄ pour éviter les
ples simples (e point, qui est aussi diretement inspiré de l'artile fondateur
d'Abel [1, 3℄, paraît être le point lef de la démonstration). On pose pour
ela w′k = wk+cwk−1 où c ∈ C
∗
. D'après le point (1), on a, pour i = 1, ..., n,
les deux égalités
∂bi(w
′
k) = ∂bi(wk + cwk−1) = ∂ai(wk−1 + cwk−2) = ∂ai(w
′
k−1)
∂bi(w
′
k) = (∂ai + c∂bi)(wk−1) .
Ainsi, la fontion ∂bi(w
′
k) admet-elle les deux primitives distintes wk−1 et
w′k−1 dans les deux diretions linéairement indépendantes ai et ai + cbi (ar
wk−2 6= 0 par l'hypothèse faite pour l'instant). Or par hypothèse ∂bi(w
′
k) =
(∂ai + c∂bi)(wk−1) est rationnelle en bi ; le fait que ette fontion méromor-
phe ait deux primitives distintes dans deux diretions linéairement indépen-
dantes exlut que dans la déomposition en éléments simples de ette fra-
tion rationnelle dans M
a,bˆi
(bi) (ii Ma,bˆi désigne une lture intégrale du
orps des germes de fontions méromorphes en a, b1, ..., b̂i, ..., bn à l'origine
de C
2n−1
), on puisse renontrer un terme du type
α
a,bˆi
bi − β(a, bˆi)
,
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e qui permet d'intégrer selon la variable bi et d'obtenir ainsi une nouvelle
fration rationnelle en bi (il ne peut plus y avoir de ples simples et don
de logarithme dans la primitive). Puisque wk = w
′
l − cwk−1, alors wk est
rationnelle en bi puisque à la fois w
′
l et wl−1 le sont.
Si maintenant wk = 0 pour un k ∈ N (on prend le plus petit k pour lequel
ei se produit), alors, puisque 0 = ∂ai(wk) = ∂bi(wk+1) pour i = 1, ..., n, la
fontion wk+1 ne dépend pas de b ; omme ∂bi(wk+2) = ∂bi(wk+1), la fontion
wk+2 est en fait polynmiale de degré 1 en b ; de prohe en prohe, on montre
alors que wk+j est polynmiale de degré ≤ j en b.
Dans l'une ou l'autre situation envisagées, nous avons prouvé le point (2).
Le point (3) résulte simplement des identités
Res
ykH(y, a, b)F (y, a, b)(∂yF − n∑
i=1
ai∂biF
)
(y, a, b) dy
F (y, a, b)
 = 0
pour tout k ∈ N (propriété du alul résiduel), qui, une fois F développé
au numérateur, font bien apparaître que les wk vérient le système linéaire
(S˜h).
Le lemme 4 est don ainsi démontré. 
Remarque 10 On retrouve ii, en prouvant la lause (1) du lemme 4, que
la trae d'une n-forme est une forme fermée (en dehors de son lieu polaire)
en utilisant son expression (††) en termes des wk introduits i-dessus ; ei
est en fait une onséquene du fait que
d(Φ ∧ [V ]) = dΦ ∧ [V ] = 0
dans le as où Φ est une forme de degré maximal sur V et du fait que d
ommute ave le pull-bak et l'image direte.
Avant de reprendre la preuve du théoréme 3, prouvons le seond lemme
auxiliaire suivant :
Lemme 5 Le système (S˜h) est un système de Cramer.
Preuve du lemme 5. On raisonne par l'absurde en supposant que (S˜h) est
un système dégénéré. On peut don, dans e as, onstruire un polynme
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Q ∈ M[Y ], unitaire et de degré d, diérent de F , et tel que
Res
ylH(y, a, b)Q(y, a, b)(∂yF − n∑
i=1
ai∂biF
)
(y, a, b) dy
F (y, a, b)
 = 0
pour k = 0, ..., d − 1. Le théorème de dualité dans le ontexte algébrique
(voir le rappel en n de setion 2) implique que le polynme QH (∂yF −∑
i ai∂biF ) est dans l'idéal engendré par F dans M[Y ]. Puique Q 6= F et
que F est réduit, il existe forément un fateur irrédutible Fj de F (une fois
F déomposé dans M[Y ]) qui ne divise pas Q. Dans e as, le polynme Fj
divise H(∂yF −
∑
i ai∂biF ). Deux situations sont alors envisageables :
 le polynme Fj divise H, mais alors H(y, 0, x)|Vj={Fj(y,0,x)=0} = 0 et
on tombe sur le as pathologique (et exlus) où la forme Φ est iden-
tiquement nulle sur la omposante Vj ;
 le polynme Fj divise ∂yF −
∑
i ai∂biF ; en notant F = FjF˜ (Fj et F˜
étant premiers entre eux), on a alors :
∂yF−
n∑
i=1
ai∂biF = FjF˜
(
∂yFj−
n∑
i=1
ai∂biFj
)
+Fj
(
∂yF˜ −
n∑
i=1
ai∂bi F˜
)
,
e qui implique que Fj divise F˜ (∂yFj −
∑
i ai∂biFj) et, par le lemme
de Gauss, que Fj divise ∂yFj −
∑
i ai∂biFj ; pour des raisons de degré,
la seule possibilité est ∂yFj −
∑
i ai∂biFj = 0 e qui implique que
∂y(Fj(y, a, x−ay)) = 0 ; mais alors l'équation de la branhe Vj = Π(Fj)
ne dépend don pas de y et Vj est forément la droite vertiale x = 0,
e qui est exlus puisque V intersete proprement ette droite.
Les deux situations pouvant poser problème ayant de fait été exlues par
hypothèses, le système (S˜h) est bien de Cramer, e qui ahève la preuve du
lemme 5. 
Suite de la preuve du théorème 3. En ombinant les lemmes 4 et 5,
on voit que σ0, ..., σd−1 s'expriment rationnellement en fontion des wk, k =
0, ..., 2d − 1. Les oeients de F sont don rationnels en b et l'ensemble
{(x, y) ∈ C2 ; F (y, 0, x) = 0}
dénit une hypersurfae algébrique de P
n+1
qui ontient V et dont le degré
est donné par
Tr
V˜
(1) = Res
[
∂yF (y, a, b) dy
F (y, a, b)
]
= d ,
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e qui montre le premier volet de la onlusion du théorème (il existe une hy-
persurfae algébrique de degré d ontenant le support de V et ne renontrant
la droite projetive ∆ qu'aux points P1, ..., Ps).
On peut d'ailleurs faire à e stade de la preuve la remarque suivante :
Remarque 11 Si F ∈ U [Y ], ave de plus des oeients rationnels en b
(e qui est le as ii) on sait, d'après la remarque 6, que le lieu polaire
des oeients de F , onsidérés omme des éléments de Ma(b), où Ma
désigne le orps des germes de fontions méromorphes en a à l'origine de
C
n
, ne saurait dépendre de b ; les oeients d'un tel polynme F sont don
automatiquement polynmiaux en b dès qu'ils sont rationnels en b ; en fait,
on montre aisément en érivant les onditions (∗) qu'une ondition néessaire
et susante pour qu'un élément Y d − σd−1Y + · · ·+ (−1)
d−1σ0 de U [Y ] ait
ses oeients rationnels en b est que σd−1 soit une fontion ane de bi,
i = 1, ..., n. Dans notre ontexte, e oeient orrespond à la trae de y sur
V et on retrouve ainsi le théorème de J. Wood [14℄ : une ondition néessaire
et susante pour l'existene de V˜ est le fait que TrV (y) soit ane en b.
Construire la trame logique reliant les énonés d'Abel inverse et de Wood
était en fait la première motivation de e travail, e au regard de l'eetivité
de la onstrution de J. Wood.
Suite et n de la preuve du théorème 3. On montre maintenant la
rationalité de Φ. On introduit pour ela les oeients holomorphes ξk, k ∈
N, impliqués dans la dénition des traes TrV (y
k dx), k ∈ N et dénis par
ξk := Res
yk (∂yF − n∑
i=1
ai∂biF
)
(y, a, b) dy
F (y, a, b)
 , k ∈ N .
Les oeients de H vérient (on le voit en développant H) le système
(Sˇh)
ξd−1τd−1 + · · · + ξ0τ0 = w0
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
ξ2d−2τd−1 + · · · + ξd−1τ0 = wd−1
Comme préédemment (voir la preuve du lemme 5), on peut montrer que
e système est un système de Cramer. Puisque les oeients de F sont
rationnels en b, les fontions ξl le sont et les oeients τk le sont aussi e
qui permet de onlure que H a ses oeients rationnels en b. D'aprés la
preuve du théorème 1, la formeH(y, 0, x) dx est bien dénie. Elle dénit don
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une forme Φ˜ rationnelle sur Pn+1(C) prolongeant la forme Φ. Cei ahève la
preuve du théorème 3. 
Remarque 12 a) Cette preuve s'adapte à la version loale d'Abel-inverse :
si la trae se prolonge à un ouvert D˜∗ ontenant D∗, alors l'ensemble V et
la forme Φ se prolongent à l'ouvert 1-onave D˜ (ontenant D) dont le dual
est D˜∗.
b) Les bijetions Π et ρ permettent de montrer que toute propriété vériée
par TrV (h(x, y)dx) se réperute en une propriété (en les variables b1, ..., bn)
pour les oeients des polynmes F = Π(V ) et H = ρ(V ). C'est alors le
fait que les appliations V = Π−1(F ) et h = ρ−1(H) ne se souient pas
du omportement en a de F et H qui permet de basuler les propriétés de
TrV (h(x, y)dx) en des propriétés relatives à V et h ; par exemple, si la trae
de Φ sur V est algébrique, on doit pouvoir montrer (toujours ave l'argument
des deux primitives) que F et H sont algébriques en b ; Ainsi en multipliant
alors les onjugués de F (dénis via les automorphismes de l'extension
galoisienne nie de C{a}(b) engendrée par les oeients σk(a, b) de F ),
on va fabriquer deux nouveaux polynmes F˜ et H˜ à oeients rationnels
vériant les onditions (∗) et (∗∗) ; ils donneront alors naissane via Π−1 et
ρ−1 à un ensemble algébrique V˜ (dont le degré sera le degré de F multiplié
par le degré de l'extension) et à une forme rationnelle Φ˜ tels que V ⊂ V˜
et Φ˜|V = Φ. On retrouve dans e as le théorème d'Abel inverse version
algébrique montré par S. Collion (voir [4℄).
Il semble également intéressant de souligner qu'une fois le degré vertial d
préisé, le théorème d'Abel inverse permet d'armer que toutes les solu-
tions (σ0, ..., σd−1, τ0, ..., τd−1) ∈ (O(a,b))
d× (M(a,b))
d
du système linéaire du
premier ordre en les inonnues τj , j = 0, ..., d− 1, diérentiel polynomial du
premier ordre en les inonnues σj , j = 0, ..., d−1, ave seond membre donné
Ψ, s'érivant :
F = Y d − σd−1Y
d−1 + · · ·+ (−1)dσ0 ∈ U [Y ]
H = τd−1Y
d−1 + · · · + τ1Y + τ0 ∈ MF [Y ]
Res
H (∂yF −
∑
j aj∂bjF )(y, a, b) dy ∧
n∧
i=1
(dbi + ydai)
F (y, a, b)
 = Ψ(a, b)
sont des solutions rationnelles (si F et H sont supposés premiers entre eux)
ou tout au moins algébriques (si ette dernière restrition n'est pas imposée)
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dès que le seond membre ('est-à-dire la n-forme Ψ) est une forme ra-
tionnelle. Comme le lieu polaire des σl ∈ M(a,b) ne dépend pas de b dès
que F = Y d−σd−1Y
d−1+ · · ·+(−1)dσ0 vérie les onditions (∗) (voir la re-
marque 6), on voit d'ailleurs que la rationalité du seond membre Ψ implique
la rationalité des solutions (σ, τ) du système dans (M(a,b))
2d
(on perturbe
a = 0 en prenant a générique voisin de 0 de manière à se ramener au as
où F ∈ U [Y ]). Cette remarque indique que l'on peut onevoir le théorème
Abel inverse omme un résultat de rigidité relatif à un système diérentiel
non linéaire d'un type très partiulier (linéaire d'ordre 0 en τ , d'ordre 1 en
les dérivées de σ, polynmial en σ). Il nous paraît dès lors important de
formuler de manière identique ('est-à-dire en terme de rigidité d'un ertain
système diérentiel du même type) les théorèmes du type Abel inverse où
la grassmannienne se trouve remplaée par une famille de ourbes (ou bien
la variété ambiante P
n+1(C) remplaçée par exemple par une variété torique
omplète simpliiale de dimension n + 1 orrespondant à un polytope de
Delzant et par onséquent plongée dans un ertain P
N (C)) ; on trouve par
exemple une généralisation du théorème lassique d'Abel inverse dans [5℄,
pouvant servir de point de départ pour es nouvelles approhes.
Notons aussi que, si seulement la mahinerie élémentaire du alul résiduel en
une variable s'est trouvée impliquée ii, il est vraisemblable que les générali-
sations évoquées néessiteront une utilisation des outils du alul de résidus
en plusieurs variables omplexes ette fois dans toute leur puissane.
J'espère revenir sur es diverses questions et généralisations dans des travaux
ultérieurs.
4.2 A propos de la dimension de l'espae des q-formes abéli-
ennes
Soit V une hypersurfae algébrique réduite de Pn+1. On herhe à ar-
atériser l'ensemble ωn(V ) des formes abéliennes sur V , i.e. des formes
dont la trae sur V est nulle. (Car holomorphe sur toute la grassmani-
enne). On peut toujours hoisir un système de oordonnées pour lequel V
est oupée proprement par ∆ = {x = 0} et e en s points de l'espae
ane C
n+1
. Au voisinage de ette droite, V permet don de dénir un élé-
ment V1 + · · ·+ Vs de Vred de degré vertial d. D'aprés le théorème 1, toute
forme Φ = hdx méromorphe sur V est uniquement déterminée par les d
fontions de vk(0, b) = TrV y
kh(0, b), k = 0, .., d − 1. Pour a = 0 on re-
marque que l'on a en fait vk(0, b) = wk(0, b). Or les wk , k = 0, .., n sont
les oeients de la trae, et dans le as des formes de trae nulle, on a
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w0 = ... = wn = 0 et wn+j est polynmial en b de degré ≤ j − 1 pour tout
j (d'après la preuve de la propriété 3 du lemme 4). Une forme abélienne est
ainsi uniquement déterminée par la olletion de d − n − 1 polynmes de n
variables Pi(b) := wn+i(0, b), i = 1, .., d − n− 1 ave degPi ≤ i− 1 (il n'y a
don pas de forme abélienne non nulle dans le as d < n). Ainsi l'espae des
n formes abéliennes sur une hypersurfae algébrique réduite V ⊂ Pn+1(C) de
degré d s'identie à un sous-espae de l'espae vetoriel des d− n− 1 uplets
de polynmes (P1, ..., Pd−n−1) tels que degPi ≤ i − 1 ; omme e dernier
espae est de dimension
(d− 1
n+ 1
)
, la dimension de l'espae vetoriel ωn(V )
est bien majorée par
(d− 1
n+ 1
)
.
Pour montrer que la majoration est atteinte, on onsidère les formes ra-
tionnelles s'érivant loalement au voisinage de la droite vertiale sous la
forme :
Φ(x, y) =
P (x, y)
∂yf(x, y)
dx
où
P (x, y) = a0y
d−n−2 + a1(x)y
d−n−3 + ...+ ad−n−2(x) deg ai ≤ i
est un polynme en (x, y) de degré total inférieur ou égal à d−n−2 et f est
un polynme de degré d (non divisible par x, omme dans le as des germes)
donnant l'équation ane f(x, y) = 0 de V au voisinage de la droite vertiale
x = 0. Dans e as, on a :
TrVΦ(a, b) =
n∑
k=0
(
wk(a, b)
( ∑
|I|=k
daI ∧ dbIc
))
et à partir de l'ériture (††) du paragraphe 2, puis en utilisant le lemme 2,
on obtient ette fois
wk(a, b) = Res
[
yk P (ay + b, y) dy
F (y, a, b)
]
.
Or, si k ≤ n, deg(yk P (ay+b, y)) ≤ d = deg F −2 d'où la nullité des wk(a, b)
pour tout k = 0, ..., n. Toute forme ainsi dénie est don une forme abélienne.
De plus, toujours par le théorème de dualité, on onstate que le polynme en
y P (ay + b, y) (et don le polynme P ∈ C[x, y]) est entièrement aratérisé
par les wk(a, b) k = n + 1, ...., d − 1 . Ces dernières fontions aratérisant
entièrement la forme de trae nulle Φ|V , la dimension de l'espae vetoriel des
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formes abéliennes se trouve minorée par la dimension de l'espae vetoriel des
polynmes P (x, y) de degré inférieur ou égal à d− n− 2 qui est exatement(d− 1
n+ 1
)
. On retrouve ainsi l'égalité :
dim ωn(V ) =
(d− 1
n+ 1
)
ave une ériture ane expliite des formes abéliennes de degré maximales
sur une hypersurfae algébrique. On peut noter que travailler par dualité
ave la trae permet de ne pas se souier du omportement de Φ à l'inni
(ontrairement aux aratérisations des formes abéliennes en général, par
exemple [11℄). Le fait que Φ (dans son ériture ane) n'ait pas de ples sur
l'hyperplan à l'inni (sauf éventuellemnt sur V ) est impliqué par la nullité
de la trae : on évite ainsi les hangements de arte de P
n+1
.
On s'intéresse maintenant à l'espae ωq(V ) des q-formes abéliennes sur une
hypersurfae algébrique réduite V ⊂ Pn+1 de degré vertial d. Au voisinage
de la droite vertiale, toute q-forme rationnelle Φ peut s'érire
Φ =
∑
|I|=q
hIdxI ,
où les hI sont des fontions rationnelles de (x, y). D'après le théorème 1,
pour onnaître hI il est néessaire est susant de onnaître les d fontions
tI,k(0, b) := TrV [y
khI ](0, b) , k = 0, . . . , d− 1 ,
dénies par
tI,k = Res
[
Y khI(Y, b)∂Y F (Y, 0, b)dY
F
]
,
où F = Π(V ) (on se restreint ii à la arte ane Cn+1 dans laquelle on
travaille et dans laquelle V = {f(x, y) = 0}). Si l'on se restreint aux droites
vertiales, l'expression des oeients de la trae d'une q-forme se simplie ;
plus préisément, on a déni dans l'introdution le ourant T par
T = Φ ∧ df ∧
( n∧
j=1
dLj
)
∧ ∂¯
( 1
f
)
∧
( n∧
j=1
∂
( 1
Li
))
.
On a alors ii
Φ ∧ df ∧
(
n∧
j=1
dLj
)
=
∑
|I|=q
hI∂yfdxI ∧ dy ∧
n∧
j=1
(dxj − ajdy − ydaj − dbj) .
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On peut supposer ii qu'il n'y a pas les termes aidy puisqu'on s'intéresse aux
oeients de la trae restreints à a1 = · · · = an = 0 pour aratériser les
hi ; de plus on ne garde que les termes daK ∧ dbL pour |K|+ |L| = q puisque
l'on fait agir T sur les formes-test de D × D∗ de bidegré (2n − q, 2n) (en
(a, b)). Dans e as, on trouve une expression simpliée
Φ∧ df ∧
n∧
j=1
dLj =
∑
|I|=q
hI ∂yf dxI ∧ dxIc ∧ dy ∧
( q∑
J⊂I,|J |=0
±y|J |daJ ∧ dbI\J
)
et l'on a
TrV [Φ](0, b) =
∑
|I|=q
q∑
J⊂I,|J |=0
±Res
[
Y |J |hI(Y, b)∂Y F (Y, 0, b)dY
F
]
daJ∧dbI\J
Comme dans le as des n-formes, le fait que la trae soit nulle implique
alors tI,k = 0 pour tout k = 0, ..., q et degb[tI,q+k] < k pour tout k > 0, et
e pour tout multi-indie I ⊂ {1, .., n} de longueur q. Chaque hI est alors
uniquement déterminé par la olletion de polynmes
{tI,q+k(0, b) ∈ C[b] ; k = 1, . . . , d− q − 1 ; degb[tI,q+k] < k} .
Puisqu'il y a un nombre
(n
q
)
de multi-indie I ⊂ {1, .., n} de longueur q
et que l'ensemble des olletions possibles pour haque I est un espae ve-
toriel sur C de dimension
(d+ n− q − 1
n+ 1
)
on retrouve le fait que l'espae
des q-formes abéliennes sur une hypersurfae algébrique de degré d est un
espae vetoriel de dimension nie majorée par le nombre de Castelnuovo
πq(d, 2, n) :
dimωq(V ) ≤ πq(d, 2, n) :=
(n
q
)(d+ n− q − 1
n+ 1
)
Cependant, ontrairement à e qui se passe dans le adre partiulier des
formes abéliennes de degré maximal (pour lesquelles on peut également prof-
iter du fait que la trae soit d-fermée), on ne peut pas onlure dans e as
que la borne est atteinte. En fait si on suppose haque hI sous la forme
PI
∂yf
ave degPI ≤ d−q−2 on obtient des formes abéliennes, mais ette fois deux
éritures distintes peuvent être égales modulo (f, df), don donner la même
forme sur V . Ainsi, le défaut entre la borne de Castelnuovo et la dimension
de ωq(V ) dépend ette-fois de la diérentielle de f don des singularités de
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V : par exemple, si V est une hypersurfae lisse de P3, l'espae vetoriel
ω1(V ) est réduit à 0 e qui n'est à priori pas le as si V est singulière. Le
as des q-formes abéliennes (q < n) est beauoup plus déliat que elui des
formes de degré maximales (voir par exemple [11℄) et est peut-être un bon
terrain de reherhe.
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